(5. Convolucdo

Convolugdo € um operador linear que, a partir de duas funcdes dadas, resulta numa terceira que
mede a drea subentendida pela superposi¢do das mesmas em fungdo do deslocamento existente
entre elas.

Ela € definida como a integral do produto de uma das fungdes por uma cépia deslocada e
invertida da outra; a func¢éo resultante 4 depende do valor do deslocamento. Se x for a variavel
independente e u, o deslocamento, a férmula pode ser escrita como:

Definicdo 5.0.1 — Convoluc¢do.
(F48)(0) =) = [ flu)- gl w)du 51)

Note-se que i(x) depende de f(x) e de g(x) mas, para calcular A(x1), ndo basta conhecer f(x1)
e g(x1); é preciso conhecer os valores de f(x) e de g(x) em todo o intervalo —oo < x < oo.

BOX 5.0.2 — Propriedades 1. 1a) Comutatividade: f+g=gx f

1b) Associatividade:f * (gxh) = (f*g) *h

1¢) Distributividade: f*(g+h) = (f*g)+ (f*h)

1d) Associatividade com multiplicagdo escalar: c(f+g) = (cf)*g= f*(cg)lc € C

le) Transformada de um produto de convolugdo: F{f(x)*g(x)} =.Z{f(x)}- F{g(x)}

F{f(x)-g(x)} = F{f(x)} + F{e(x)}

Obs: Versdes das propriedades le) e 1f também valem para a transformada de Laplace, a
transformada bi-lateral de Laplace, a transformada Z, a transformada de Mellin e outras.

m Exemplo 5.1 Vamos mostrar a propriedade le:

(f¥g)(w / (/ f(x) dx)e’w’dt (5.2)
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= /_Zf(x) (/_o:og(t—x)eiwtdt> dx = /_Zf(x) (/_ig(y)eim(x+y)dy> dx (5.3)

= /_ Z f(x)e " g(w)dx = f()g(w). (5.4)

m Exemplo 5.2 Suponha que f seja um sinal continuo, obtido de uma medicao cheia de ruidos.
Uma maneira de encontrar f suavizada, € realizar no dominio continuo uma operagao similar a
média aritmética no dominio discreto:

. t+e
70 =5 [ e 65)

A Equacio 5.5 pode ser escrita como

70 = [ fostendn gt = {0’ e 66)

2e |1, |t—x|<e

BOX 5.0.3 — Propriedades 2. Seja f: R — R, e u(¢) a fungdo degrau:

20) f(1)+ <>:/°° F)8(=x)dx = £(0);
2b) £(t) / FO)u(t —x)dx = /t _flo)dx

tr<0
2¢ / x)dx=1< "’ 0
) (o) i { <0

9

Exercicio 5.1 Compute as seguintes convolugdes:

@ ff ars (0 = (1=

(b) gxgparag(t) = ;
(¢) f*gpara f(t) = ()(1—f) eg(t) = p(r)e.

Exercicio 5.2 Se f: R — Re. Definimos " como a convolugdo repetida m vezes fI"l =

(a) Escreva .Z{f!"|}(w) em termos de .7 g\{f}.

(b) Prove que / £ ) [ / f(t) ]

(¢) Como seria possivel definir f17! para qualquer p real e positivo?
(d) Tente interpretar f [1/2],
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I Exercicio 5.3 Mostre que 8(t —a)*6(t —b) = 8(t —a —D).



